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Аннотация. В статье рассматриваются некоторые подходы к распознаванию параметров 
пороговых k-значных функций, которые могут быть использованы для построения узлов 
обработки и защиты информации. Основное внимание сосредоточено на проблеме дока-
зательства принадлежности некоторой k-значной функции к классу пороговых. Для 
решения этого вопроса предлагается использовать вводимые коэффициенты роста и 
возрастания, с помощью которых процедурно аппроксимируются коэффициенты линей-
ной формы k-значной пороговой функции. На ряду с предложенным аналитическим 
подходом в статье рассматривается алгоритмический метод, основанный на сведении 
задачи нахождения порогового представления k-значной функции к системе линейных 
неравенств, для решения которой применяется модифицированный метод эллипсоидов 
Хачияна. На основании экспериментов проводится сравнительный анализ предложен-
ных методов. 
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Burdeljov A.V., Nikonov V.G., Lapikov I.I. Recognizing Parameters of the Information 
Security Unit Implemented by the Threshold K-Valued Function. 
Abstract. This article discusses some approaches to the recognition of the parameters of the 
threshold k-valued functions, which can be used for building information processing and secu-
rity units. The main focus is put on the issue of proving k-valued function belonging to the 
threshold class. For solving this problem it is proposed to use the input coefficients of expan-
sion and increase. With the help of the latter, the coefficients of linear forms of the k-valued 
threshold function are procedurally approximated. Along with the proposed analytical ap-
proach, the article discusses an algorithmic method based on reducing the problem of finding a 
threshold representation of k-valued functions to the system of linear inequalities, for the solu-
tion of which the ellipsoid method, modified by Khachiyan, is applied. The comparative analy-
sis of the proposed methods is carried out based on experiments. 
Keywords: threshold k-valued function; threshold logic; ellipsoid method; the characterization 
of threshold functions. 

 
1. Введение. В настоящее время наблюдается постоянное рас-

ширение круга задач, относящихся к сфере информационной безопас-
ности. Прежде всего, это связано с увеличением объемов перерабаты-
ваемой информации и ростом быстродействия передающих каналов 
связи. Поэтому особый интерес представляет переход от битовых пре-
образований к преобразованиям в k -значной логике. Соответственно, 
возникает потребность построения узлов защиты информации в k -
значной логике. С другой стороны, актуальным направлением разви-
тия современных вычислительных технологий является использование 
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бионических принципов моделирования нейронных сетей живых орга-
низмов, что привело к построению так называемых нейрокомпьюте-
ров. Базовыми элементами нейрокомпьютера являются формальные 
нейроны, функционирование которых описывается пороговыми функ-
циями – булевыми или, как показали последующие исследования,  
k -значными [6]. Переработка информации в нейросетях делает акту-
альным построение непосредственно в нейробазисе систем защиты 
информации, для которых основным узлом усложнения является поро-
говая функция. Определение параметров таких систем информацион-
ной безопасности составляет важнейшую задачу их анализа. Это же 
относится и к нахождению аналитического задания функции, реали-
зующих преобразования в этих системах. Рассматриваемая в статье 
задача распознавания параметров пороговой функции относится к 
этому классу. Здесь необходимо подчеркнуть, что нахождение пара-
метрического задания пороговой функции выходит за рамки исключи-
тельно прикладной задачи информационной безопасности. Эта задача 
является одной из важнейших и актуальных в целом в пороговой логи-
ке и ей в разных постановках посвящено большое число известных 
работ [1, 3, 12, 15, 16]. В тоже время подходы к ее постановке и реше-
нию, рассмотренные в данной статье, являются новыми. Во-первых, в 
большинстве известных работ внимание авторов было сосредоточено 
на построении одной плоскости, разделяющей рассматриваемое мно-
жество на два подмножества, как в булевом, так и в k -значном случа-
ях, здесь же изучается представление в целом k -значной пороговой 
функции с помощью системы параллельных плоскостей. Во-вторых, в 
статье предложено два принципиально отличающихся приема решения 
поставленной задачи: параметрический, основанный на использовании 
коэффициентов роста и возрастания и алгоритмический, при котором 
задача сводится к системе линейных неравенств в действительной об-
ласти, для решения которой применяется метод эллипсоидов Хачияна. 

2. Задача характеризации пороговой функции. Важной зада-
чей пороговой логики является задача распознавания принадлежности 
функции к классу пороговых. В случае ее положительного решения, 
возникает необходимость нахождения коэффициентов линейной фор-
мы и порога. Обе эти задачи взаимосвязаны, но, несмотря на простоту 
формулировки, являются достаточно сложными и рассматривались 
многими авторами [4, 5, 8, 17, 18]. В то же время подходы, предлагае-
мые в статье, представляются новыми и могут вызвать интерес у спе-
циалистов в данной научной области. 
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Определение 1. Функция k -значной логики ( )1, ,k
nf x x… , для 

которой существует линейная форма ( )1 1 1 2 2, , ...nL x x a x a x +… = + +

n na x+  с вещественными коэффициентами и набор вещественных по-

рогов а такие, что для всех 0, 1i k∈ −  выполняется условие: 

( ) ( )1 1 1, , , ,k
n i n if x x i b L x x b +… = ⇔ ≤ … < , 

называется пороговой k -значной функцией. 
Одним из подходов к решению задачи нахождения коэффици-

ентов линейной формы и порога в булевом случае является использо-
вание коэффициентов характеристического вектора функции в качест-
ве модели первого приближения для коэффициентов 1, , na a…  искомо-

го порогового задания  

1 1 2 2 n na x a x a x b+ +…+ ≥  

булевой функции ( )1, , nf x x… . 

Определение 2. Пусть функция ( )f x , представлена в базисе 

{ }1,1− . Упорядоченный набор весов 0 1, , , nc c c… , где  
 

( )
2

1 ,,   ,
n

i i

x V

c x f x i n
∈

= =  

( )
2

0
nx V

c f x
∈

=   

 

называется характеристическим вектором с  функции ( )f x . 

Коэффициенты характеристического вектора , 1,ic i n=  можно 

трактовать как параметры близости функции ( )f x  к функциям ix . 

Определение 3. Будем говорить, что линейная форма 

( )1 1 1 2 2, , n n nL x x a x a x a x… = + + +…+  дает точное разделение областей 

значений функции ( )1, ,k
nf ε ε… , если для любого  0, 2i k= −  выпол-

няется строгое неравенство: 
 

( )
{ }

( )
{ }

1 1

1 1 1 1
, , , , 1

max .
k k

n n

n n n n
f i f i

a a min a a
ε ε ε ε

ε ε ε ε
… = … = +

+…+ < +…+  

 

В случае если построенная с помощью коэффициен-
тов 1 )( , , na a… линейная форма дает точное разделение областей зна-
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чений функции ( )1, ,k
nf ε ε… , границы  0 1, , , kb b b…  можно опреде-

лить, например, следующим способом: 
 

( )
{ }

1

1 1
, ,

, 0, 1
k

n

i n n
f i

b min a a i k
ε ε

ε ε
… =

= +…+ = − , (1) 

( )
{ }

1

1 1
, ,

1
k

n

k n n
f k

b max a a
ε ε

ε ε
… =

= +…+ + . (2) 

 

Подчеркнем, что коэффициенты характеристического вектора 
используются для первого приближения коэффициентов 1 2, , , na a a…  

искомого порогового задания: 
 

1 1 2 2 .n na x a x a x b+ +…+ ≥  
 

В работе [2] изложены итеративные алгоритмы  вычисления ко-
эффициентов 1 2, , , na a a…  с помощью коэффициентов 1, , nс с…  харак-

теристического вектора функции: метод минимизации функционала [2, 
глава 3] и итеративный метод синтеза порогового элемента [2, глава 4]. 
Можно сделать вывод, что задача нахождения параметров пороговой 
булевой функции является объективно более сложной математической 
задачей, чем задача определение принадлежности функции классу по-
роговых функций, и сводится к итеративной процедуре. 

3. Параметры близости и отличия k -значных функций. При 
рассмотрении вопроса построения порогового представления k - знач-
ной пороговой функции первой проблемой является выбор меры бли-
зости исходной функции к функциям ix . Таких мер близости двух k

-значных функций может быть предложено несколько. 
Определение 4. Для функции ( )1, ,k

nf x x…  мультипликативным 

коэффициентом переменной ix  называется величина: 

( )
( )

1

1
, ,

( , , ).
i

n

k
x i n

x x

x f x xξ
…

= …  

Определение 5. Для функции ( )1, ,k
nf x x…  разностным коэф-

фициентом переменной ix  называется величина: 

( )
( )

1

1
, ,

, , .
i

n

k
x i n

x x

x f x xη
…

= − …  

Определение 6. Для функции ( )1, ,k
nf x x…  квадратичным ко-

эффициентом переменной ix  называется величина: 
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( )
( )( )

1

2

1
, ,

, , .
i

n

k
x i n

x x

x f x xδ
…

= − …  

Определение 7. Для функции ( )1, ,k
nf x x…  коэффициентом 

роста по переменной ix  называется величина: 

1 1 1

2

1 1 1 1 1 1

( ,..., , ..., ) 0

( ( ,..., , 1, ,..., ) ( ,..., , , ,..., )).
i

i i n

k
k k

x i i n i i n

x x x x

f x x x x f x x x x

ε

ε ε

− +

−

− + − +
=

Δ = + −   

Определение 8. Для функции ( )1, ,k
nf x x…  коэффициентом воз-

растания по переменной ix  называется величина: 

1 1 1

2 1

1 1 1 1 1 1

( ,..., , ..., ) 0 1

( ( ,..., , 1, ,..., ) ( ,..., , , ,..., )).
i

i i n

k k
k k

x i i n i i n

x x x x l

f x x x x f x x l x x

ε ε

λ ε

− +

− −

− + − +
= = +

= + − 
 

Все введенные выше коэффициенты характеризуют меру близо-
сти функций ( )1, ,k

nf x x…  и ix , однако для задачи нахождения анали-

тического представления k -значной пороговой функции они подходят 
с разной эффективностью. Так, для некоторых пороговых k -значных 
функций коэффициенты роста и возрастания приводят к прямому на-
хождению коэффициентов 1, , na a… , в то время как мультипликатив-

ные, разностные и квадратичные коэффициенты не дают построения 
разделяющей плоскости. Рассмотрим пример. 

Пример 1. Рассмотрим функцию ( )3
1 2 3 3 3, , :f x x x × ×   

3 3× →  , графически представленную на рисунке 1, которая задается 

линейной формой ( )1 2 3, ,L x x x =  1 2 33 2x x x= + +  и системой порогов 

следующим образом: 

( ) ( )3
1 2 3 1 2 3, , 0 0 , , 5f x x x L x x x= ⇔ ≤ < , 

( ) ( )3
1 2 3 1 2 3, , 1 5 , , 8f x x x L x x x= ⇔ ≤ < , 

( ) ( )3
1 2 3 1 2 3, , 2 8 , , 13f x x x L x x x= ⇔ ≤ < . 

Для данной функции введенные выше коэффициенты равны: 
1. Мультипликативные коэффициенты: 

1
41xξ = , 

2
35,xξ =  

3
31xξ = . 

2. Разностные коэффициенты: 
1

8xη = ,  
1

16xη = , 
3

20xη = . 

3. Квадратичные коэффициенты: 
1

8xδ = , 
2

20xδ = , 
3

28xδ = . 

112 SPIIRAS Proceedings. 2016. Issue 3(46). ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru



4. Коэффициенты роста: 
1

Δ 14x = , 
2

Δ 8x = , 
3

Δ 4x = . 

5. Коэффициенты возрастания: 
1

28xλ = , 
2

16xλ = , 
3

8xλ = . 
 

 

Рис. 1. Графическое представление функции ( )3
1 2 3, ,f x x x  

 

Коэффициенты роста и коэффициенты возрастания сразу дают 
разделяющую плоскость. 

Действительно, составив из коэффициентов роста функции 

( )3
1 2 3, ,f x x x  линейную форму ( )1 2 1 2 3, 14 8 4L x x x x x′ = + + , получаем 

точное разделение областей значений функции ( )3
1 2 3, ,f x x x . После 

вычисления границ по формулам (1), (2) 0 0,b =  

1 2 320,  34,  53b b b= = = , приведенным выше способом, получим реали-

зацию функции ( )3
1 2 3, ,f x x x : 

 

( ) ( )3
1 2 3 1 2 3, , 0 0 , , 20f x x x L x x x′= ⇔ ≤ < , 

( ) ( )3
1 2 3 1 2 3, , 1 20 , , 34f x x x L x x x′= ⇔ ≤ < , 

( ) ( )3
1 2 3 1 2 3, , 2 34 , , 53f x x x L x x x′= ⇔ ≤ < . 

 

Составив из коэффициентов возрастания функции ( )3
1 2 3, ,f x x x  

линейную форму ( )1 2 1 2 3, 28 16 8L x x x x x′′ = + + , также получаем точное 

разделение областей значений функции ( )3
1 2 3, ,f x x x . После вычисле-

ния границ 0 0,b =  1 2 340,  68,  103b b b= = = , приведенным выше спо-

собом, получаем реализацию функции ( )3
1 2 3, ,f x x x : 

113Труды СПИИРАН. 2016. Вып. 3(46). ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru



 

( ) ( )3
1 2 3 1 2 3, , 0 0 , , 40f x x x L x x x′′= ⇔ ≤ < , 

( ) ( )3
1 2 3 1 2 3, , 1 40 `` , , 68f x x x L x x x= ⇔ ≤ < , 

( ) ( )3
1 2 3 1 2 3, , 2 68 `` , , 103f x x x L x x x= ⇔ ≤ < . 

 

Таким образом, вычисление коэффициентов роста и возрастания 
функции ( )3

1 2 3, ,f x x x  сразу решает задачу характеризации. При этом 

мультипликативные, разностные и квадратичные коэффициенты не 
дают построения разделяющей плоскости. Таким образом, пример 1 
показывает, что в дальнейшем целесообразно рассматривать только 
коэффициенты роста и возрастания. 

4. Нахождение порогового представления k -значной функ-
ции с помощью коэффициентов роста и возрастания. Оставшиеся в 
рассмотрении коэффициенты роста и возрастания не одинаково эф-
фективно характеризуют пороговые k -значные функции. Так, исполь-
зование коэффициентов роста не всегда приводит к непосредственно-
му нахождению коэффициентов 1, , .na a…  

Пример 2. Рассмотрим функцию ( )4
1 2 4 4 4, :f x x × →   , гра-

фически представленную на рисунке 2, которая задается линейной 
формой ( )1 2 1 2, 2 5L x x x x= +  и системой порогов следующим образом: 

( ) ( )4
1 2 1 2, 0 0 , 6f x x L x x= ⇔ ≤ < , 

( ) ( )4
1 2 1 2, 1 6 , 11f x x L x x= ⇔ ≤ < , 

( ) ( )4
1 2 1 2, 2 11 , 17f x x L x x= ⇔ ≤ < , 

( ) ( )4
1 2 1 2, 3 17 ,f x x L x x= ⇔ ≤ . 

 

 

Рис. 2. Графическое представление функции ( )4
1 2,f x x  
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Для данной функции коэффициенты роста и возрастания равны: 
1. Коэффициенты роста: 5Δ

1
=x , 10Δ

2
=x . 

2. Коэффициенты возрастания: 15
1

=xλ , 33
2

=xλ . 

Построенная с помощью коэффициентов роста 
1

Δ 5x = , 

2
Δ 10x =  линейная форма ( )1 2 1 2, 5 10L x x x x′ = +  не дает точное разде-

ление областей значений функции ( )4
1 2,f x x : 

( )
{ } ( ) ( )

( )
{ }

44
1 21 2

1 2 1 2
, 3, 2

max 5 10 3,2 35 1,3 min 5 10 .
f x xf x x

x x L L x x
==

′ ′+ = = = = +  

Построенная с помощью коэффициентов возрастания 
1

15xλ =  и 

1
33xλ =  линейная форма ( )1 2 1 2, 15 33L x x x x′′ = +  дает точное разделе-

ние областей значений функции ( )3
1 2,f x x : вычислив границы 0 0,b =  

1 2 3 445,  78,  114, 145b b b b= = = = , получаем реализацию функции 

( )3
1 2,f x x : 

 

( ) ( )4
1 2 1 2, 0 0 , 45f x x L x x′′= ⇔ ≤ < , 

( ) ( )4
1 2 1 2, 1 45 , 78f x x L x x′′= ⇔ ≤ < , 

( ) ( )4
1 2 1 2, 2 78 , 114f x x L x x′′= ⇔ ≤ < , 

( ) ( )4
1 2 1 2, 3 114 , 145f x x L x x′′= ⇔ ≤ < . 

 
Из примера 2 видно, что линейная форма, построенная с помо-

щью коэффициентов роста, не всегда дает точное разделение областей 
значений функции. На основании примера можно заключить, что при 
нахождении линейной формы предпочтение стоит отдать использова-
нию коэффициентов возрастания, которые дают более точное прибли-
жение коэффициентов линейной формы. 

Так как в булевом случае подобная задача решается итеративно 
[см. 2], то следует ожидать, что и коэффициенты возрастания также не 
всегда дадут точное разделение областей значений функции. Это под-
тверждает следующий пример. 

Пример 3. Рассмотрим функцию ( )4
1 2 4 4 4, :f x x × →   , гра-

фически представленную на рисунке 3, которая задается линейной 
формой ( )1 2 1 2, 5L x x x x= +  и системой порогов следующим образом: 
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( ) ( )4
1 2 1 2, 0 0 , 15,5f x x L x x= ⇔ ≤ < , 

( ) ( )4
1 2 1 2, 1 15,5 , 16,5f x x L x x= ⇔ ≤ < , 

( ) ( )4
1 2 1 2, 2 16,5 , 17,5f x x L x x= ⇔ ≤ < , 

( ) ( )4
1 2 1 2, 3 17,5 ,f x x L x x= ⇔ ≤ . 

 
Рис. 3. Графическое представление функции ( )4

1 2,f x x . 

 

Коэффициенты роста и возрастания данной функции равны: 
1. Коэффициенты роста: 6Δ

1
=x , 3Δ

2
=x . 

2. Коэффициенты возрастания: 18
1

=xλ , 10
2

=xλ . 

Линейная форма ( )1 2 1 2, 6 3L x x x x′ = + , полученная с помощью 

коэффициентов роста, не дает точное разделение областей значений 
функции ( )4

1 2,f x x : 

( )
{ } ( ) ( )

( )
{ }

4 4
1 2 1 2

1 2 1 2
, 1 , 0

min 6 3 3,1 21 ` 2,3 max 6 3 .
f x x f x x

x x L L x x
= =

′+ = = = = +  

Линейная форма ( )1 2 1 2, 18 10L x x x x′′ = + , полученная с помощью 

коэффициентов возрастания, также не дает точное разделение облас-
тей значений функции ( )4

1 2,f x x : 
 

( )
{ } ( ) ( )

( )
{ }

4 4
1 2 1 2

1 2 1 2
, 1 , 0

min 18 10 3,1 64 66 2,3 max 18 10 .
f x x f x x

x x L L x x
= =

′ ′+ = = < = == +  

 

Таким образом, ни один из предложенных вариантов трактовки 
близости или отличия двух k -значных функций для характеризации 
пороговых функций не дает точное разделение областей значений 
функции. При этом в роли первичного приближения коэффициентов 
линейной формы целесообразно использовать коэффициенты возрас-
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тания. В дальнейшем аналогично булевому случаю необходимо введе-
ние итеративной процедуры. 

5. Применение итеративной процедуры для нахождения ко-
эффициентов линейной формы. Для характеризации k -значных по-
роговых функций целесообразно вычислять первичное приближение 
коэффициентов линейной формы с помощью коэффициентов возрас-
тания. Далее необходимо введение итеративной процедуры для нахо-
ждения коэффициентов линейной формы, дающей точное разделение. 
На идейном уровне можно предложить следующую процедуру. 

Пусть построенная с помощью коэффициентов роста линейная 
форма ( )1, , nL x x…  не дает точное разделение областей значений 

функции ( )1, , k
nf x x… , то есть существует  0, 2i k∈ −  такое, что вы-

полняется неравенство: 
 

( )
{ }

( )
{ }

1 1

1 1 1 1
, , , , 1

max .
k k

n n

n n n n
f i f i

a a min a a
ε ε ε ε

ε ε ε ε
… = … = +

+…+ ≥ +…+  

 

Рассмотрим точки: 
 

( ) ( ){ }1, , :n iA u u M x f x i= … ∈ = =  и 

( ) ( ){ }1 1, , : 1n iB v v M x f x i+= … ∈ = = + , 
 

такие, что линейная форма ( )1, , nL x x…  принимает на них максималь-

ное значение из множества iM  и минимальное значение из множества 

1iM +  соответственно. Таких точек может быть несколько. Для них 

выполняется неравенство: 
 

( ) ( ).L A L B≥  

Уравнение: 

( )1, , ,    nL x x b b… = ∈  
 

задает гиперплоскость, рассекающую n -мерный куб (рисунок 4). 
Предлагаемая процедура корректировки должна наклонить 

множество гиперплоскоскостей, задающихся линейной формой 

( )1, , nL x x…  так, чтобы после смещения гиперплоскость отсекала точ-

ки A и B в ином порядке, чем до корректировки. 
Наклон «в нужную сторону» можно задать прибавлением к ли-

нейной форме ( )1, , nL x x…  двух линейных форм, соответствующих 

двум рассматриваемым точкам A и B. Эти две линейные формы со-
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ставляются по координатам точек A и B, и берутся с разными знаками: 
в первую линейную форму подставляются координаты точки B, во 
вторую – координаты точки A с отрицательными знаками: 

 

( ) ( )1 1 1 1 1 1, , , , n n n n n nL x x L x x v x v x u x u x′ … = … + +…+ − −…− . 
 

 
Рис. 4. Графическое представление рассечения n -мерного куба  

гиперплоскостью 
 

Для полученной таким образом линейной формы ( )1' , , nL x x…  

вычисляются ее значения на множествах:  
 

( ){ }: ,   0, 1,iM x f x i i k= = ∈ −  
 

и сравнением соответствующих минимальных и максимальных значе-
ний определяется, дает ли она точное разделение областей значений 
функции ( )1, , k

nf x x… . Если она не дает точное разделение, то проце-

дура повторяется. Если после корректировки линейная форма дает 
точное разделение областей значений функции ( )1, , k

nf x x… , то алго-

ритм заканчивает работу: коэффициенты линейной формы найдены. 
Возможно, что в случае зацикливания алгоритма необходимо 

будет прибавлять корректирующие линейные формы с коэффициента-
ми 1с  и 2с  меньшими единицы: 

 

( ) ( )1 1 1 1 1 2 1 1, , , , ( ) ( )n n n n n nL x x L x x с v x v x с u x u x′ … = … + +…+ − −…− . 
 

Пример 6. Рассмотрим коррекцию линейной формы: 
 

( )1 2 1 2, 18 10 ,L x x x x= +  (3) 
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полученную с помощью коэффициентов возрастания в примере 5. 
Точному разделению мешают точки (3,1) и (2,3). Прибавим соответст-
вующие линейные формы в (3). Получим: 
 

( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, 18 10 3 1 2 3 19 8 .L x x x x x x x x x x= + + + − − = +  
 

Данная линейная форма дает точное разделение областей значе-
ний функции ( )4

1 2,f x x  и исправляет нарушение разделения в кор-

ректируемых точках: 
 

( )
{ } ( ) ( )

( )
{ }

4 4
1 2 1 2

1 2 1 2
, 1 , 0

min 19 8 ` 3,1 65 62 ` 2,3 max 19 8 .
f x x f x x

x x L L x x
= =

+ = = > = == +

 

6. Применение метода эллипсоидов Хачияна для нахожде-
ния коэффициентов линейной формы. В общем случае с теоретиче-
ской точки зрения задача нахождения порогового представления  
k -значной функции ( )1, ,k

nf x x…  сводится к решению системы нера-

венств, вообще говоря, двухсторонних для каждого значения i  вида: 
 

1 1 2 2 1,i n n ib a x a x a x b +≤ + +…+ <  
 

где 1 2, , , nx x x…  — известные координаты векторов, на которых функ-

ция принимает соответствующие значения, а параметры 1 2, , ,  a a …  

0 1, , , , n ka b b b…  — неизвестные. 

Действительно, если функция ( )1, ,k
nf x x…  задана таблично и 

является пороговой, то ее значение в каждой точке 

( ) ( )1 1, , , ,n nx x ε ε… = …  приводит к формированию одного, вообще го-

воря, двустороннего неравенства вида: 
 

( )1 1 1 2 2 1, ,     ,  k
n i n n if x x i b a a a bε ε ε +… = ⇔ ≤ + +…+ <  (4) 

 

где 1 2, , , nε ε ε…  — известные, принимают значения { }0, , 1i kε ∈ … − , а 

коэффициенты 1 2, , , na a a…  и пороги 0 1, , , kb b b…  — неизвестны. Сово-

купность неравенств (4) для всех точек ( 1 2, , , nε ε ε… ) формирует систему: 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
0 1 2 11 2

1 1 21 2

,

.

 
n n n

n n

k k k
k n n k

b a a a b

b a a a b

ε ε ε

ε ε ε−

≤ + +…+ <

≤



+ +…+ <





 (5) 
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с целочисленными коэффициентами и действительными неизвестны-
ми. Полученная система (5) в точности соответствует системе линей-
ных неравенств, рассмотренных Хачияном [9]. Для решения (5) им был 
предложен полиномиальный алгоритм эллипсоидов, который за из-
вестное число шагов дает ответ: совместима система (5) или нет. В 
случае совместимости определяет решение. Алгоритм используется 
для решения систем из 2m ≥  линейных неравенств относительно 

2n ≥  действительных неизвестных 
1 2
, ,..., nx x x : 

 

11 1 1 1

1 1

... ,

...

... ,

n n

m mn n m

a x a x b

a x a x b

+ + ≤


 + + ≤

 (6) 

 

с целыми коэффициентами ,ij ia b , для которой вводится понятие дли-

ны входа системы: 
 

2

,

2 , 2, 1 1
log ( 1) log ( 1) log 1,

m n m

i j ii j i
L a b mn

= =
 = + + + + +     (7) 

 

т.е. число символов, необходимых для записи коэффициентов в двоич-
ной системе. Для удобства рассматриваемые в дальнейшем системы 
запишем в виде (8): 
 

, 1, ,i iA x b i m≤ =  (8) 
 

где iA  — строки матрицы коэффициентов системы (6), а ib  — сво-

бодные члены. 
Методику сведения рассмотрим на примере функции 4-значной 

логики ϕ  от переменных 1 2,  x x , { }0,1 , 2, 3ix ∈ , которая задана таблич-

но (см. Таблицу 1) на всех наборах значений аргументов. 
 

Таблица 1 Табличное задание функции ( )1 2,φ x  x  на всех наборах аргументов 

1x  2x  ( )1 2,φ x  x  1x  2x  ( )1 2,φ x  x  

0 0 0 2 0 0 
0 1 0 2 1 0 
0 2 0 2 2 0 
0 3 0 2 3 0 
1 0 0 3 0 0 
1 1 0 3 1 1 
1 2 0 3 2 2 
1 3 0 3 3 3 
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Задача нахождения аналитического представления пороговой 
функции f  от переменных 1 2,  x x , { }0,1 , 2, 3ix ∈  сводится к задаче на-

хождения линейной формы ( )1 2 1 1 2 2,L u u a u a u= +  и системы порогов 

bα  таких, что ( ) ( ) { }1 2 1 2 1, , ,   0,1,2,3 .f b L bα αε ε α ε ε α+= ⇔ < ≤   

Причем для 0  α = и 3 α =  пороговое ограничение линейной 

формы ( )1 2 ,L ε ε  будет иметь односторонний характер, то есть вся сис-

тема ограничений будет иметь вид: 
 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2 0

1 2 0 1 2 1,

1 2 1 1 2 2,

1 2 1 2 2

, 0 , , 

, 1 ,
  

, 2 ,

, 3 , .

f L b

f b L b

f b L b

f L b

ε ε ε ε

ε ε ε ε

ε ε ε ε

ε ε ε ε

= ⇔ ≤

 = ⇔ < ≤


= ⇔ < ≤


= ⇔ >

 (9) 

 

Рассмотрим методику формирования системы линейных нера-
венств с использованием таблицы 1 и системы ограничений (9). Сфор-
мируем неравенства для каждого значения функции ( )1 2, x xϕ . 

Пусть ( )1 2, 0x xϕ = , тогда получим следующие неравенства:  

00 ,b≤  1 2 03 ,a a b+ ≤  

2 0 ,a b≤  1 02 ,a b≤  

2 02 ,a b≤  1 2 02 ,a a b+ ≤  

2 03 ,a b≤  1 2 02 2 ,a a b+ ≤  

1 0 ,a b≤  1 2 02 3 ,a a b+ ≤  

1 2 0 ,a a b+ ≤  1 03 .a b≤  

1 2 02 ,a a b+ ≤   
 

Для ( )1 2, 1x xϕ = , получим ограничение:  

1 2 1
0 1 2 1

1 2 0

3 ,
3

3 1.

a a b
b a a b

a a b

+ ≤
< + ≤ ⇔− − + ≤ −

 

Для ( )1 2, 2x xϕ = , получим ограничение: 

1 2 2
1 1 2 2

1 2 1

3 2 ,
3 2

3 2 1.

a a b
b a a b

a a b

+ ≤
< + ≤ ⇔− − + ≤ −
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Для ( )1 2, 3x xϕ = , получим ограничение: 

1 2 2 1 2 23 3 3 3 1a a b a a b+ > ⇔ + ≥ + . 

Таким образом, приводя все неравенства к виду (8), получим 
систему линейных неравенств (10) с 5 неизвестными 1 2 0 1 2, , , ,a a b b b .  

 

0

2 0

2 0

1 0

1 2 0

1 2 0

1 2 0

1 0

1 2 0

1 2 0

1 2 0

1 0

1 2 1

1 2 0

1 2 2

1 2 1

1 2 2

0, 

0,

3 0,

0,  

0,

2 0,

3 0,  

2 0,

2 0,

2 2 0,

2 3 0

3 0,

3 0,  

3 1,

3 2 0,   

3 2 1,

3 3 1. 

b

a b

a b

a b

a a b

a a b

a a b

a b

a a b

a a b

a a b

a b

a a b

a a b

a a b

a a b

a a b

− ≤
− ≤
− ≤

− ≤
+ − ≤
+ − ≤
+ − ≤

− ≤
+ − ≤
+ − ≤
+ − ≤
− ≤
+ − ≤

− − + ≤ −
+ − ≤

− − + −
− − + ≤ −



























  

(10) 

 

Для решения системы (10) применим модифицированный алго-
ритм, основанный на методе эллипсоидов Л.Г Хачияна. Модифициру-
ем полиномиальный алгоритм Хачияна, введя дополнительный крите-
рий выхода из алгоритма по отрицательной невязке в центре эллип-
соида, полученного на очередной итерации алгоритма. Этот критерий 

является корректным поскольку ( ) { }
1...

 max T
k i k i

i m
x A x bθ

=
= −  и если 

( ) 0 kxθ ≤ , то очевидно, что все неравенства системы вида (1) выпол-

няются и центр очередного эллипсоида kx  попадает в многогранник 

решений системы (1). Если исходная система (1) несовместна, то вы-
ход по введенному критерию невозможен, поскольку коэффициент 
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невязки ( )kxθ  будет положительным на всеx 26n L  итерациях, где n  

— количество неизвестных в системе (1), L  — длина входа систе-
мы [9]. 

Следовательно, данная модификация никак не повлияет на кор-
ректность работы всего алгоритма в целом и все леммы из [7] так же 
будут верны. По описанной методике алгоритм находит решение сис-
темы линейных неравенств (10) за 46 итераций. Центр эллипсоида на 
46 итерации определяется: 

 

45

3.61960930519009 20   

1.47740024806186 20   

1.18037089474546 21   

1,3317378744761 21     

1, 42000658030312 21  

E

E

x E

E

E

+ 
 + 
 = +
 

+ 
 + 

, 

 

которая соответствует вектору неизвестных ( )1 2 0 1 2, , , ,X a a b b b= . Про-

изведем округление и сокращение на 2010  и запишем окончательное 

решение ( )3.62,  1 .48,  1 1.8, 1 3.31, 1 4.22 окончX = . 

Таким образом, искомая пороговая функция f  описывается ли-

нейной формой: 

( )1 2 1 2, 3.62 1.48L u u u u= +  
 

и системой порогов ( ) ( )0 1 2, , 11.8, 1 3.31, 1 4.22ib b b b= = . 

Непосредственная проверка для всех наборов значений аргу-
ментов подтверждает, что найденное аналитическое представление 
пороговой функции заданного таблично отображения в k -значной об-
ласти является корректным. Приведенная методика может быть обоб-
щена для нахождения аналитического представления всех таблично 
заданных функции k -значной логики. Причем, если мы с достаточной 
степенью достоверности сможем утверждать о несовместности полу-
ченной системы линейных неравенств, то можно будет предположить, 
что заданная таблично функция k -значной логики не имеет порогово-
го представления. 

7. Заключение. Предложенные в данной статье подходы к рас-
познаванию параметров k -значной пороговой функции являются но-
выми, а то обстоятельство, что все они приводят к решению, позволяет 
дать им в целом положительную оценку. Их более глубокое изучение и 
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проведение сопоставительного анализа определяют направление для 
дальнейших исследований в данной области. 
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РЕФЕРАТ 
 
Бурделев А.В., Никонов В.Г., Лапиков И.И. Распознавание 
параметров узла защиты информации, реализованного пороговой 
k-значной функцией. 

В данной статье рассматриваются аналитический и алгоритмический 
подходы к распознаванию параметров пороговых k-значных функций, которые 
могут быть использованы для построения узлов обработки и защиты инфор-
мации. Основное внимание сосредоточено на проблеме доказательства при-
адлежности некоторой k-значной функции к классу пороговых. Для аналити-
ческого решения этой проблемы предлагается использовать коэффициенты 
роста и возрастания, на основе которых строится итеративный алгоритм нахо-
ждения коэффициентов линейной формы k-значной пороговой функции. На 
ряду с этим в статье рассматривается алгоритмический подход, основанный на 
сведении задачи нахождения порогового представления k-значной функции к 
системе линейных неравенств, для решения которой применяется модифици-
рованный метод эллипсоидов Хачияна. Для рассмотренных подходов при-
ведены результаты экспериментальных исследовании, на основании которых 
проводится их сравнительный анализ. 

 
SUMMARY 

 
Burdeljov A.V., Nikonov V.G., Lapikov I.I. Recognizing Parameters of the 
Information Security Unit Implemented by the Threshold K-Valued 
Function. 

This article discusses analytical and algorithmic approaches to the recogni-
tion of the parameters of the threshold k-valued functions, which can be used for 
building information processing and security units. The main focus is put on the 
issue of proving k-valued function belonging to the threshold class. In order to find 
an analytical solution to this problem it is proposed to use the input coefficients of 
expansion and increase, based on which an iterative algorithm for finding the coeffi-
cients of linear forms of the k-valued threshold function is built. In addition, the 
article discusses an algorithmic method based on reducing the problem of finding a 
threshold representation of k-valued functions to the system of linear inequalities, 
for the solution of which the ellipsoid method, modified by Khachiyan, is applied. 
The results of experimental research into the analyzed approaches are given. Based 
on these results the comparative analysis of the approaches is carried out. 
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